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1. Giriş

Bu c.alışmada aşağıdaki gibi tanımlanan uzayların bazı özellikleri ile
onların Sobolev Uzaylarıyla olan bağlantıları incelenmiştir.

Sm,α,β (Ω) ≡
{
u(x) ∈ L1 (Ω) | [u]α+β

Sm,α,β
≡

∑
0≤|σ|≤m

∫
Ω

|u|α |Dσu|β dx

 <∞

 (1.1)

Burada α ≥ 0, β ≥ 1 ve m = 1, 2’dir. Dahası Ω ⊂ Rn (n ≥ 1)
bölgesi sınırı yeterince düzgün olan ve sınırlı alt bölgededir.
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Bu uzaylar aşağıdaki tipte verilen denklemlerin incelenmesi sonucu
ortaya c.ıkmıştır: 1.1’de m = 1 durumunda

Difüzyon ve Filtreleme

∂u

∂t
−

n∑
i=1

Di (k(x, u)Diu) = h(x, t)

Bebernes ve Galaktionov [1] , Luckhaus ve R.Dal Passo [15] ve
Soltanov’un [9] , [10]

−∆u+ u+ |u|p u = h (x) , x ∈ Ω ⊂ Rn, n ≥ 2(
∂u

∂η
+ |u|µ u

)
|∂Ω= ψ

(
x′
)
, x′ ∈ ∂Ω, p, µ ≥ 0

Soltanov [7] , [11] , (Ayrıca bu denklem Berestycki ve Nirenberg
[2] , Brezis [3] ve Pohozaev’in [6] makalelerinde de farklı formda
incelenmiştir )



Bu uzaylar aşağıdaki tipte verilen denklemlerin incelenmesi sonucu
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1.1’de m = 2 durumunda

Akışkanlar Mekaniği

∂u

∂t
− |u|p−2 ∆u = h (x, t) , p ≥ 2

Soltanov [8] , [9] , [10] (Ayrıca bu tip denklemler Tsutsumi, Ishiwata
[12] , Walter [13] , Wiegner’in [14] makalelerinde de incelenmiştir)



Tanım

m negatif olmayan keyfi tam sayı olmak üzere, 0 ≤ |α| ≤ m
eşitsizliğini sağlayan herbir α multiindeksi ic.in Dαφ kısmi türevleri
Ω’da sürekli olan fonksiyonlardan oluşan lineer uzaya Cm (Ω)

0 ≤ |α| ≤ m eşitsizliğini sağlayan herbir α multiindeksi ic.in Dαφ
kısmi türevleri Ω’da düzgün sürekli ve sınırlı olan φ ∈ Cm (Ω)
fonksiyonlarından oluşan lineer uzaya Cm

(
Ω̄
)

uzayı denir.



Sobolev Uzayı

W k
p (Ω) ≡ {u ∈ Lp (Ω) | Dαu ∈ Lp (Ω) , 0 ≤ |α| ≤ k}

‖u‖k,p ≡

 ∑
0≤|α|≤k

‖Dαu‖pp

 1
p

(1.2)

‖u‖1k,p ≡ ‖u‖p +
∑
|α|=k

‖Dαu‖p

ve
‖u‖2k,p ≡

∑
|α|≤k

‖Dαu‖p



W̊ k
p (Ω) ≡

{
u ∈W k

p (Ω) | Dαu|∂Ω = 0, 0 ≤ |α| ≤ k − 1
}

‖u‖W̊k
p
≡
∑
|α|=k

‖Dαu‖p , u ∈ W̊
k
p (Ω)



Sobolev Gömülme Teoremleri

Ω ∈ `0,1 , Rn’de bir bölge (n ≥ 1) k pozitif tam sayı ve 1 ≤ p <∞
olsun.
(i) Eğer kp < n ise 1 ≤ q ≤ np

n−kp ic. in

W k
p (Ω) ↪→ Lq (Ω)

(ii) Eğer kp = n ise 1 ≤ r <∞ ic. in

W k
p (Ω) ↪→ Lr (Ω)

ve
(iii) Eğer kp > n ise

W k
p (Ω) ↪→ C

(
Ω̄
)

sürekli gömülmeleri sağlanır.



Young ve Hölder Eşitsizlikleri

1 < p, q <∞, 1
p + 1

q = 1 olsun. Bu durumda

ab ≤ ap

p
+
bq

q
(a, b > 0)

veya
ab ≤ εap + C (ε) bq (ε > 0)

1 ≤ p1,...,pm ≤ ∞, 1
p1

+ ...+ 1
pm

= 1 olsun. uj ∈ Lpj (Ω) ,

j = 1,m ise ∫
Ω

|u1...um| dx ≤
m∏
j=1

‖u‖Lpj (Ω)
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2. İntegral Eşitsizlikler

Bu c.alışmada inceledeğimiz uzayların bazı özellikleri ve bu uzayların
bilinen uzaylarla olan ilişkilerini incelemek ic.in aşağıdaki
eşitsizlikleri ispatladık

Önerme 2.1

α ≥ 0, β ≥ 1, mes (Ω) <∞ ve i = 1, n,
C1 = C1 (α, β,mes(Ω)) > 0, C2 = C2 (mes(Ω)) > 0 olmak üzere
keyfi u ∈ C(Ω̄) ∩ C1(Ω) fonksiyonu ic.in∫

Ω

|u|α+β dx ≤ C1

∫
Ω

|u|α |Diu|β dx+ C2

∫
∂Ω

|u|α+β dx
′

(2.1)

eşitsizliği sağlanır.
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Önerme 2.2

α, α1 ≥ 0, β ≥ 1 ve β > β1 > 0, α1
β1
≥ α

β , α1 + β1 ≤ α+ β

eşitsizlikleri sağlansın. Cr = Cr (α, β, α1,β1,mes(Ω)) , r = 0, 2 ve
C1, C2 ≥ 0, C0 > 0 olmak üzere keyfi bir u ∈ C(Ω̄) ∩
C1(Ω)fonksiyonu ic.in∫
Ω

|u|α1 |Diu|β1 dx ≤ C0

∫
Ω

|u|α |Diu|β dx+ C1

∫
∂Ω

|u|α+β dx
′
+ C2

(2.2)
eşitsizliği sağlanır.



Önerme 2.3

α ≥ 0, β0 + β1 ≥ 2 ve β1 ≥ β0 ≥ 0 eşitsizlikleri sağlansın.
Cj = Cj(α, β0, β1) > 0 , j = 1, 2 u’ya bağlı olmayan sabitler
olmak üzere keyfi u ∈ C1(Ω̄)∩ C2 (Ω) fonksiyonu ic.in;∫

Ω

|u|α |Diu|β0+β1 dx ≤ C
∫
Ω

|u|α+β0
∣∣D2

i u
∣∣β1 dx+

+C1

∫
∂Ω

(|u|α+β0+β1 + |u|α+1 |Diu|β0+β1−1)dx
′

(2.3)

eşitsizliği sağlanır.



3. BAZI LİNEER OLMAYAN UZAYLAR,
BU UZAYLARIN KENDİ ARALARINDA VE SOBOLEV UZAYLARI
ARASINDAKİ BAĞLANTILAR

(a, b) ⊂ R1, mes(a, b) <∞ ve u : (a, b) −→ R1 , α ≥ 0, β ≥ 1
olmak üzere; yukarıda verdiğimiz genel tanımdan yola c.ıkarak bir
boyutlu durumda aşağıdaki fonksiyon sınıflarını elde ederiz:

S1,α,β(a, b) ≡

u ∈ L1(a, b) | [u]α+β
S1,α,β

≡
b∫
a

|u|α+β dx

+

b∫
a

|u|α |Du|β dx <∞





S2,α,β(a, b) ≡

u ∈ L1(a, b) | [u]α+β
S2,α,β

≡
b∫
a

|u|α+β dx+

b∫
a

|u|α |Du|β dx

+

b∫
a

|u|α
∣∣D2u

∣∣β dx <∞


ve

S̊m,α,β(a, b) ≡ Sm,α,β(a, b) ∩ {u | u(a) = u(b) = 0} ,m = 1, 2 dır.



S2,α,β(a, b) ≡

u ∈ L1(a, b) | [u]α+β
S2,α,β

≡
b∫
a

|u|α+β dx+

b∫
a

|u|α |Du|β dx

+

b∫
a

|u|α
∣∣D2u

∣∣β dx <∞


ve

S̊m,α,β(a, b) ≡ Sm,α,β(a, b) ∩ {u | u(a) = u(b) = 0} ,m = 1, 2 dır.



Önerme 3.1

α ≥ 0, β ≥ 1 ve mes(a, b) <∞ olmak üzere 1 ≤ q ≤ α+β
α+1

eşitsizliğini sağlayan keyfi q ic. in

S1,α,β(a, b) ⊆ S1,αq,q(a, b) (3.1)

kapsaması sağlanır.

Önerme 3.2

α, α1 ≥ 0 ve β ≥ 1 olmak üzere β ≥ β1 > 0, α1
β1
≥ α

β ,
α1 + β1 ≤ α+ β ve mes(a, b) <∞ sağlansın. Bu durumda

S1,α,β(a, b) ⊆ S1,α1,β1(a, b)

kapsaması vardır.
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Teorem 3.3

α ≥ 0, β ≥ 1 olmak üzere S1,α,β(a, b) uzayından W 1
β (a, b) Sobolev

uzayına bire-bir, örten bir g dönüşümü vardır ve bu dönüşüm

g : R1 −→ R1 , ρ0 =
α

β

olmak üzere
g(t) ≡ |t|ρ0 t

formunda tanımlanır.



Böylece u ∈ S1,α,β(a, b) ve υ ∈W 1
β (a, b) olmak üzere

g(u) ≡ |u|
α
β u ∈W 1

β (a, b)⇔ g−1(υ) ≡ |υ|−
α

α+β υ ∈ S1,α,β(a, b)



Önerme 3.4

α ≥ 0 ve β ≥ 2 olmak üzere,

S̊2,α,β(a, b) ≡

u ∈ L1(a, b) |
b∫
a

|u|α
∣∣D2u

∣∣β dx <∞


⋂
{u ∈ L1(a, b) | u(a) = u(b) = 0} ≡ S̃

denkliği sağlanır.



Önerme 3.4

α ≥ 0 ve β ≥ 2 olmak üzere,

S̊2,α,β(a, b) ≡

u ∈ L1(a, b) |
b∫
a

|u|α
∣∣D2u

∣∣β dx <∞


⋂
{u ∈ L1(a, b) | u(a) = u(b) = 0} ≡ S̃

denkliği sağlanır.



Teorem 3.5

α ≥ β ≥ 1 olmak üzere S̊2,α,β(a, b) uzayından W̊ 2
β (a, b) Sobolev

uzayına bire-bir, örten bir g dönüşümü vardır ve bu
dönüşümü Teorem 3.3’de tanımlandığı formda tanımlıdır;

Böylece u ∈ S̊2,α,β(a, b) ve υ ∈ W̊ 2
β (a, b) olmak üzere

υ ≡ g(u) ∈ W̊ 2
β (a, b)⇔ u ≡ g−1(υ) ∈ S̊2,α,β(a, b)



Teorem 3.5

α ≥ β ≥ 1 olmak üzere S̊2,α,β(a, b) uzayından W̊ 2
β (a, b) Sobolev

uzayına bire-bir, örten bir g dönüşümü vardır ve bu
dönüşümü Teorem 3.3’de tanımlandığı formda tanımlıdır;

Böylece u ∈ S̊2,α,β(a, b) ve υ ∈ W̊ 2
β (a, b) olmak üzere

υ ≡ g(u) ∈ W̊ 2
β (a, b)⇔ u ≡ g−1(υ) ∈ S̊2,α,β(a, b)



Aşağıdaki örnek α ≥ 0, β ≥ 1 olmak üzere g(t) ≡ |t|
α
β t

homeomorfizması yardımıyla S1,α,β (a, b) ve W 1
β (a, b) uzayları

arasında elde ettiğimiz bire-bir eşleşmenin S2,α,β (a, b) ve W 2
β (a, b)

arasında olmadığını göstermektedir.

Örnek 3.9

α > 0, β ≥ 1, α− β ≤ −1, −∞ < a < 0 < b < +∞ olmak üzere
u(x) ≡ x (x ∈ [a, b]) bic.iminde tanımladığımız u fonksiyonu
S2,α,β (a, b) uzayındandır ancak

g(u) ≡ |u|
α
β u ≡ |x|

α
β x /∈W 2

β (a, b) dir.
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Tanım 3.6

α ≥ β ≥ 1 olmak üzere, aşağıdaki fonksiyon sınıflarını
tanımlayalım:

S̃2,α,β(a, b) ≡

u ∈ L1(a, b) | [u]α+β

S̃1,α,β(a,b)
≡

b∫
a

|u|α+β dx

+

b∫
a

|u|α−β |Du|2β dx+

b∫
a

|u|α
∣∣D2u

∣∣β dx <∞


ve

S̄2,α,β(a, b) ≡ {u ∈ L1(a, b) | [u]α+β
S̄1,α,β(a,b)

≡
b∫
a

|u|α+β dx+

b∫
a

|u|α
∣∣D2u

∣∣β dx
+ |u(b)|α−β+1 |Du(b)|2β−1 + |u(a)|α−β+1 |Du(a)|2β−1 <∞}



Tanım 3.6’da verilen uzaylar ic.in aşağıdaki gömülmeler sağlanır.

Önerme 3.7

(i) S̃2,α,β(a, b) ↪→ S1,α,β(a, b)

(ii) S̄2,α,β(a, b) ↪→ S1,α,β(a, b)

(iii) S̄2,α,β(a, b) ↪→ S̃2,α,β(a, b)



Teorem 3.8

α ≥ β ≥ 1 olmak üzere, S̃2,α,β(a, b) uzayından W 2
β (a, b) Sobolev

uzayına sınırlı bir g dönüşümü vardır.

g : S̃2,α,β(a, b) −→W 2
β (a, b)

ile verilen bu g dönüşümü Teorem 3.3 ve Teorem 3.5’da
tanımlandığı formdadır. İlave olarak

g : S̃2,α,β(a, b) −→ g(S̃2,α,β(a, b)) bire-birdir.



Şimdi ise S-uzaylarının lineer yapıda olmadığına dair model bir
örnek verilecektir

Örnek 3.11

β > 1 olmak üzere S1,1,β(0, 1) uzayı doğrusal olmayan uzaydır.

Gerc.ekten τ ∈
(
β−1
β+1 ,

β−1
β

]
olmak üzere

u0 (x) ≡ xτ ve u1 (x) ≡ θ , x ∈ (0, 1) ,
(
θ ∈ R1

+ sabit.
)

şeklinde tanımladımız u0, u1 fonksiyonları S1,1,β(0, 1) uzayının
elemanıdırlar ancak,

u(x) ≡ u0 (x) + u1 (x) ≡ xτ + θ 6∈ S1,1,β(0, 1)
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4. C. ok Boyutlu Durum

W̊ 1
p (Ω) ⊂ S̊1,α,β(Ω) (*)

Teorem 4.1

Ω ⊂ Rn(n ≥ 2) sınırlı ve sınırı yeterince düzgün olan bir bölge
olmak üzere, α ≥ 0, β ≥ 1 olsun. Aşağıdaki koşulları sağlayan p’ler
ic.in;
(i) β = n ise; ∀p, p > β
(ii) β > n ise; ∀p, p ≥ β
(iii) β < n ise; ∀p, p ≥ n(α+β)

α+n

W̊ 1
p (Ω) ⊂ S̊1,α,β(Ω) (4.1)

kapsaması sağlanır.



S̊2,α,β (Ω) ⊂ W̊ 1
p (Ω) (**)

Teorem 4.2

Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) sınırlı ve sınırı yeterince düzgün olan bir bölge
olmak üzere β > α ≥ 0, β ≥ 2 eşitsizlikleri sağlansın. Bu taktirde
aşağıdaki koşulları sağlayan keyfi p ve n sayıları ic.in;
(i) n = α+ β ise 1 ≤ p < 2β
(ii) n < α+ β ise 1 ≤ p ≤ 2β

(iii) n > α+ β ise 1 ≤ p ≤ 2nβ(α+β)
2nβ−(α+β)(β−α)

S̊2,α,β (Ω) ⊂ W̊ 1
p (Ω) (4.2)

kapsaması sağlanır.
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