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Bu calismada asagidaki gibi tanimlanan uzaylarin bazi ozellikleri ile
onlarin Sobolev Uzaylariyla olan baglantilari incelenmistir.

Smas () = {u(e) € L (@) | g7, =
3 u|* |Dul? dz | < oo (1.1)
0<lo|<m \q

Burada a >0, > 1 ve m = 1,2'dir. Dahasi Q C R™ (n > 1)
bolgesi sinin yeterince diizgiin olan ve sinirli alt bolgededir.



Bu uzaylar asagidaki tipte verilen denklemlerin incelenmesi sonucu
ortaya cikmistir: 1.1'de m = 1 durumunda
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—Au+tu+ [ufu=h(z), ze QCR", n>2

(gz + |ul* u) loo= 1 ('), 2’ € 0Q, p,p >0

Soltanov [7], [11], (Ayrica bu denklem Berestycki ve Nirenberg
[2], Brezis [3] ve Pohozaev'in [6] makalelerinde de farkli formda
incelenmistir )



1.1'de m = 2 durumunda

Akiskanlar Mekanigi

O P Au=h(a,t), p>2

Soltanov [8], [9], [10] (Ayrica bu tip denklemler Tsutsumi, Ishiwata
[12], Walter [13], Wiegner'in [14] makalelerinde de incelenmistir)



m negatif olmayan keyfi tam sayi olmak lizere, 0 < |a| < m
esitsizligini saglayan herbir o multiindeksi icin D%¢ kismi turevleri
Q'da siirekli olan fonksiyonlardan olusan lineer uzaya C" ()

0 < |a| < m esitsizligini saglayan herbir o multiindeksi icin D¢
kismi tirevleri Q'da diizgiin siirekli ve sinirli olan ¢ € C™ (Q)
fonksiyonlarindan olusan lineer uzaya C"™ (Q) uzayi denir.



Sobolev Uzayi

WE Q) ={ueL,(Q)| DuecL,(Q), 0<|a| <k}

1
p

lall, = D ID%ull (1.2)
0<|e|<k
1
el = llull, + > D%l
la|=k

ve

2 _
lullz, = D 1D,

o<k



Wk (Q) = {ue WE(Q)| D*ulagq =0, 0 < |a| < k:—l}

||UHW15 = Z [D%ul],, ue W; (Q)
|a|=Fk



Sobolev Gomulme Teoremleri

Q € (%1 | R™de bir bélge (n > 1) k pozitif tam sayi ve 1 < p < oo
olsun.
i) Eger kp <mise 1 < g < -2 icin

n—kp

Wy () = Lg ()
(ii) Eger kp =nise 1 < r < oo icin
k
W, (Q) — L, (92)

ve
(iii) Eger kp > n ise

WE(Q) — C(Q)

surekli gomilmeleri saglanir.



Young ve Holder Esitsizlikleri

1<p, q< oo, %4— % =1 olsun. Bu durumda

P
ab< =+ = (a, b>0)
p q

veya
ab <ed? +C (e)b? (¢ >0)
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Young ve Holder Esitsizlikleri

1<p, q< oo, %4— % =1 olsun. Bu durumda

P
ab< =+ = (a, b>0)
p q

veya
ab <ed? +C (e)b? (¢ >0)

1<p, .  pm<oo, pil +...+ i = lolsun. u; € Ly, (),

m
/|U1Um\ dr < H ||U”ij(§z)
0 =1



2. integral Esitsizlikler

Bu calismada inceledegimiz uzaylarin bazi 6zellikleri ve bu uzaylarin
bilinen uzaylarla olan iliskilerini incelemek icin asagidaki
esitsizlikleri ispatladik
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Bu calismada inceledegimiz uzaylarin bazi ozellikleri ve bu uzaylarin
bilinen uzaylarla olan iliskilerini incelemek icin asagidaki
esitsizlikleri ispatladik

a>0,8>1 mes(Q) <ocovei=1,n,
C1 =C1 (o, B,mes(2)) > 0, Cy = Cy (mes(2)) > 0 olmak iizere
keyfi u € C'(Q) N C*(Q) fonksiyonu icin

/\u|°“+5dx < cl/|uyaDiuyﬁdx+cz/\uya+ﬁdx’ (2.1)
Q Q o0

esitsizligi saglanir.



a, a1 >0, 86>1ve 3> 061 >0, ‘j—i >G5 a+fh<a+p
esitsizlikleri saglansin. C;. = C; (o, B, a1, B1,mes()), r = 0,2 ve

C1,Cy >0, Cy > 0 olmak iizere keyfi bir u € C'(2) N
C'*(Q2)fonksiyonu icin

/|uya1 | Dyl da < Cg/|ua\Diulﬁdx+Cl/|u]°‘+ﬁda:/—i—Cg
Q Q o0

(2.2)
esitsizligi saglanir.




a >0, By+ [ >2ve B > [y > 0 esitsizlikleri saglansin.
C; = Cj(a, B, 01) >0, j = 1,2 u'ya baglh olmayan sabitler
olmak uzere keyfi u Cl( )N CZ (€2) fonksiyonu icin;

/\u!o‘ |D;u|® TP dz < C/ || HP0 ‘D?u‘ﬁl dz+
Q

/

+C /(|u“+50+51 + [T [ Dyl TP da
o0

(2.3)

esitsizligi saglanir.



3. BAZI LINEER OLMAYAN UZAYLAR,

BU UZAYLARIN }SENDi ARALARINDA VE SOBOLEV UZAYLARI
ARASINDAKI BAGLANTILAR

(a,b) C RY, mes(a,b) < coveu: (a,b) — Rl , a>0,8>1
olmak lzere; yukarida verdigimiz genel tanimdan yola cikarak bir
boyutlu durumda asagidaki fonksiyon siniflarini elde ederiz:

st~ { € et 2, - i

—I—/\u!o‘ |Dul? dz < 0o



b b

Sap(at)=du € L) | g, = [l do+ [ uf* |Dul’d

a a

b
-I-/ Ju|® ’DQU}’gd:r < 00
a

ve



b b
So.0.5(a,b) = {u € Lu(a,b) | [ug? :/|u\a+ﬁdx+/u|°‘|puyﬁd

a a
b
—i—/ |ul™ ’DQU}’gd:r < oo
a
ve

o

Sm,5(a:b) = Sm,a,6(a,0) N {u | u(a) = u(b) = 0}, m =1,2 dr.



a >0, >1vemes(a,b) < oo olmak lizere 1 < ¢ < %
esitsizligini saglayan keyfi ¢ icin
S1,0,8(a;b) € S1.aq,4(a,b) (3.1)

kapsamasi saglanir.



a>0,0>1vemes(a, b)<ooo|makuzere1<q<°‘+5

esitsizligini saglayan keyfi ¢ icin

kapsamasi saglanir.

a, ap > 0 ve B> 1 olmak lizere 3> 31 > 0, &
a1+ 01 <a+f vemes(a,b) < oo saglansin. Bu

kapsamasi vardir.

Sl,a,ﬁ(aa b) - Sl,aq,q<a7 b)

Sl7a7ﬁ(a7 b) g Sl,al,ﬁl (CL7 b)

ﬁ

2
du

(3.1)

rumda
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a >0, > 1 olmak iizere S o g(a,b) uzayindan Wé(a,b) Sobolev
uzayina bire-bir, orten bir g donlisimu vardir ve bu dontstim

Q

g;R1—>R1,p0:B

olmak uzere
g(t) = [t t

formunda tanimlanir.



Boylece u € Sy q,5(a,b) ve v € Wj(a,b) olmak iizere

g(u) = ]u\% u € Wé(a, b) & g_l(v) = \U\_cvaTﬂ v € S1,0,8(a,b)




a > 0 ve B> 2 olmak lzere,

b
,§2,a,5(a,b) = {u € Li(a,b) | /|u\a |D2u‘ﬁdaj < oo}

S

({u € Li(a,b) | u(a) = u(b) = 0}

denkligi saglanir.
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a > 3> 1 olmak tizere So’gﬂﬁ(a, b) uzayindan Wg(a,b) Sobolev
uzayina bire-bir, orten bir g dontisimu vardir ve bu
dontstimu Teorem 3.3'de tanimlandigi formda tanimhdir;




a > 3> 1 olmak tizere So’gﬂﬁ(a, b) uzayindan Wg(a,b) Sobolev
uzayina bire-bir, orten bir g dontisimu vardir ve bu
dontstimu Teorem 3.3'de tanimlandigi formda tanimhdir;

Boylece u € S’gva”g(a, b) ve v € Vi/g(a7 b) olmak lizere

v=g(u) € Wg(a, beu=gtw)e 5’27%5(@ b)



Asagidaki 6rnek o > 0, 5 > 1 olmak lizere g(t) = \t\% t
homeomorfizmasi yardimiyla Sy 4,5 (a,b) ve Wﬁl(a, b) uzaylari
arasinda elde ettigimiz bire-bir eslesmenin S; , 5 (a,b) ve Wg(a, b)
arasinda olmadigini gostermektedir.

a>0,>1,a—p< -1, —c0 <a<0<b< 400 olmak lizere
u(z) =z (x € [a,b]) biciminde tanimladigimiz u fonksiyonu
S2,0,8 (a,b) uzayindandir ancak

|9

g(u) = |u|fu= ]3:|% x ¢ Wg(a, b) dir.
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|9
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«a > 3 > 1 olmak lizere, asagidaki fonksiyon siniflarini
tanimlayalim:

Sg,aﬁ(a, b= ue Li(a,b) ] [u gjﬁﬁ at) /]u\‘”ﬁ dx

b
+/|u]a6Du|2ﬁd:r+/]u|a|D2u‘ﬁdx<oo

ve

b b
a « « o /[
So.a8(a,b) ={ue Li(a,b)|[u ]ijﬁ(a ) —/|u] +6 d:z:+/u| }D2u‘

a a

+ u(®)[* 7 Du®) P+ fu(a)|* T Du(a) P < oo}



Tanim 3.6'da verilen uzaylar icin asagidaki gomiilmeler saglanir.

(Z) S’Q,Q,ﬁ(a7 b) — Sl,a,ﬁ(av b)
(i1) S2.0.5(a,
(#ii) S2.a,5(a,

— Sljaﬁ(a, b)

b)
b) < S..5(a,b)



a > 3> 1 olmak iizere, Sy o 5(a,b) uzayindan Wg(a,b) Sobolev
uzayina sinirli bir g dontisimu vardir.

g: Soap(a,b) — Wg(a, b)

ile verilen bu g doniisiimi Teorem 3.3 ve Teorem 3.5'da
tanimlandigi formdadir. llave olarak

g: S9.05(a,b) — g(Sz.a.5(a,b)) bire-birdir.



Simdi ise S-uzaylarinin lineer yapida olmadigina dair model bir
ornek verilecektir

B > 1 olmak tizere Sy 1,3(0,1) uzay! dogrusal olmayan uzaydir.

Gercekten 7 € (%, %} olmak tzere

up (z) =27 veuy (z) =0, z € (0,1), (0 € R} sabit.)

seklinde tanimladimiz g, u; fonksiyonlari Sy 1 3(0,1) uzayinin
elemanidirlar ancak,

w(z) =ug (z)+ui (x) =" +6 & S115(0,1)
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4. Cok Boyutlu Durum

)

W, () C S10,8(9) (%)

Q C R"(n > 2) sinirli ve sinin yeterince diizgiin olan bir bolge
olmak lizere, a > 0, # > 1 olsun. Asagidaki kosullari saglayan p'ler
icin;

(i) B=nise; Vp, p > [

(i) B> nise; Vp, p >

(iii) B < n ise; Vp, p > “2tD)

W2(Q) C S1,0,8(0) (4.1)

kapsamasi saglanir.



So.0,(Q) C W1 (Q) (**)

Q C R" (n > 2) sinirh ve sinin yeterince diizgiin olan bir bolge
olmak lizere 8 > a > 0, 8 > 2 esitsizlikleri saglansin. Bu taktirde
asagidaki kosullari saglayan keyfi p ve n sayilari icin;
()n=a+pFisel <p<20

(i)n<a+pPisel <p<2p

(i) n > a+ f ise 1 < p < 50—

So.0.8(Q) C W, (Q) (4.2)

kapsamasi saglanir.
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